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RSntgenkleinwinkelstreuung yon Mehrphasensystemen 
Interpretation der Elektronendichtefluktuation 
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Small Angle X-ray Scattering of Multi-Phase Systems. Interpretation of the Mean 
Square Fluctuation of Electron Density 

The mean square fluctuation of the electron density of a multi-phase 
system is determined by the electron densities and the volume fractions of the 
phases of the system. On the other hand the same quanti ty can be measured 
directly by means of small angle X-ray scattering (SAXS). For the inter- 
pretation of the measuring value obtained additional information is required. 
In  the case of a two-phase-system the knowledge of the electron density 
difference between the two phases enables the determination of their volume 
fractions and vice versa. The knowledge of further parameters is necessary for 
the evaluation of a three-phase-system. I t  is shown that  for the determination 
of the void fraction of a semi-crystalline high polymer the erystallinity of the 
sample must be taken into account, especially when the void fraction is small. 

(Keywords: Crystallinity by small angle X-ray: Small angle X-ray; Void 
fraction in solid macromolecules; X-ray multi-phase analysis) 

Einleitung und Methodik 

Der Mi t t e lwer t  der  Q u a d r a t e  der  E l ek t ronend ieh t ed i f f e r enzen  Ap a 
(S t reukraf t )  in e iner  fes ten  Probe ,  bes t ehend  aus den  P h a s e n  1, 2, . . . ,  
k a n n  m i t  Hi l fe  ihrer  R 6 n t g e n k l e i n w i n k e l s t r e u u n g  e indeu t ig  gemessen 
werden  (ausffihrl iehe Z u s a m m e n f a s s u n g  und  L i t e r a t u r h i n w e i s e  be- 
f inden sieh in 1-4). 

Die MeSgrSge Ap2 i s t  du reh  die  E l e k t r o n e n d i e h t e  p und  die Volums-  
ante i le  w der  e inzelnen P h a s e n  def in ier t .  Die  a l lgemeine  F o r m e l  l a u t e t  : 

A,~2 = ~ wj.wk(p~_~j)2 (1) 
j<k  
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und ergibt im Falle yon zwei Phasen: 

Ap2 = Wl -w~ (p~-- p,)2 (2) 

bzw. drei Phasen: 

Ap 2 = wl "w2 (pz--pl)  2 + wl"wa (pa--,q) 2 + w2 "wa (pa-- p2) ~ (3) 

wobei die Indices 1, 2 und 3 sich auf die einzelnen Phasen beziehen und 
die Elektronendichte p einer Phase als 

p = d ' e / M  [mol/emaJ 

definiert ist [d = Dich~e e = Zahl der Elektronen in einem Molekiil 
(Summe der Ordnungszahlen der Elemente) und M = Molekular- 
gewieht]. 

Bei der Interpretat ion der MeBgr6Be A O 2 der Zwe@hasensysteme 
arbeitet man hgufig mit Modellvorstellungen, bei denen die zweite 
Phase aus kleineren oder grSBeren Hohlr/iumen besteht, eingebettet in 
der festen Phase. Eine andere Vorstellung wiederum unterscheidet 

r "e" '  geordnete (kristalline) und ungeordnet, e (,,amo pn j Phasen 
(Abb. 1 A, 1 B). 

Bei den Dreiphasensystemen wird fibereinstimmend mit anderen 
physikaliseh-ehemisehen MeBergebnissen angenommen, dab die ge- 
ordneten und die nichtgeordneten Gebiete auch Hohlrgume umsehlie- 
Ben. Die Kleinwinkelstreuung ist gem/il~ G1. (3) das Resultat  dreier 
verschiedener Streue£fekt.e, die dutch drei versehiedene Elektronen- 
diehtedifferenzen ents~ehen (Abb. l C). 

Das physikaliseh-chemisehe Interesse liegt besonders da.rin, die 
Menge der Phasen zu erfassen. Dies geschieht ohne jegliche Voraus- 
setzung bei den Zweiphasensystemen dureh die G1. (2). 

~ i t  
w 1 + w.~ = 1 erhalten wit : 

w 1 = (0,5 _+ (0,25--Ap2/(A~)~Jl/2 (4) 

wobei A p, die Elektronendiehtedifferenz der Phasen 1 und 2~ allgemein 
mit Hilfe folgender Gleichung berechnet wird: 

Ap = d 2 e2/ M 2 - - d i  " q / M  1 (5) 

G1. (5) vereinfacht sich, wenn ge0rdnete und ungeordnete Ph~sen 
desselben Stoffes in der Probe vorhanden sind (Abb. 1A; q = e2; 

M1 = M~): 
Ap = ( & - - d l )  (e/M) = A d ' e / M  

oder mit der Annahme yon Hohlrgumen in emer fest en Phase 
(d2 = e2 = M2 -= 0) 

Ap = d ' e / M  
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Im ersten Fall ist Ap klein, weil Ad allgemein nur rund 10~o der Dichte 
betr~gt. 

Im zweiten Fall erreicht A p ihren gr6Bten Wert. 

A B C 
I ~ . _ _  / v '  "V 

Zweiphasen systeme Ore;phasensystem 

Abb. 1. Modellvorstellungcn yon Zwei- und Dreiphasensystemen. A Geordnete 
(/or) und ungeordnete (a) Gebiete, B geordnete (/or) Gebiete, die Hohlr/iume (h) 

umschlieBen, C alle drei Phasen vorhanden 

Rechnung fiir Dreiphasensysteme 

Ohne jegliche Voraussetzung ist die Berechnung der Volumsanteile 
eines Dreiphasensy,~tems nicht m6glich. Will man hier den Hohlraum- 
volumsanteil berechnen, so mul~ man Ordnungsparameter yon anderen 
Messungen zu Hilfe nehmen und sie in GI. (3) einfiihren. Als soleher 
Parameter  bietet sieh der Kristallinit~tsindex K an. Wit definieren K 
als den relativen Volumsanteil der geordneten (kristallinen) festen 
Phase und A als den relativen Volumsanteil der ungeordneten (,,amor- 
phen") Phase : 

K = wkr/(w~r + w~); A = W~/(Wkr + W~); 
K + A = 1 (6) 

Fiir das ganze System gilt wiederum: 

w~r + w~ + w~ = 1 (7) 

wobei w immer den relativen Volumsanteil bedeutet. Es stehen die 
Indices kr fiir die kristalline, a fiir die ,,amorphe" und h fiir Hohlraum- 
Phase. 

Wir nehmen an. dab K aus anderen Messungen bekannt ist. 
Bezfiglich der prinzipiellen BestimmungsmSgliehkeiten yon K aus dem 
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R6ntgenwei twinkeldiagramm derselben Probe befindet sieh ein kurzer 
Hinweis im Anhang. 

Um die Berechnung durchzufiihren, normieren wit G1. (3) dutch 
Division mit P~-r und bezeichnen mit  p die relative Dichtegnderung der 
festen Phasen : 

P = (P#r Pa)/Pkr = (dkr da)/dkr (8) 

Wie sehon erw/~hnt~ betr~gt p im allgemeinen 10~. Wenn wir postu- 
lieren, dal~ Ph = 0  ist, also die Hohlr~ume keine Elektronendichte 
baben, wird aus G1. (3) 

Ap2/p~r = w~.~ "w~ "p~ + w ~  "w1~ + w a " w~ (1 __p)2 (9) 

@l. (6) wird umgeformt  

K (wet + wa) = Wkr ; ebenso : A (wet + wa) = wa (10) 

und well aus (7) wk.r + wa = 1 - - W h  wird, bekommen wir 

W ~ r = K ( 1  Wh) und w a = A  (1--Wh) (11) 

Setzen wit G1. (11) in (9) ein, so erhalten wit fiir den normierten 
Mittelwert des Elektronendiehte-Schwankungsquadrats  

A p 2 / p ~ r = K ' A ' p 2 ( 1 - - W h ) 2 + K ' w t ~ ( 1 - - w a ) + A ' w h ( 1  p)2(1--wt~) (12) 

Wenn wit (12) n~ch w h auflSsen: erhalten wir 

w h = [ - - b  ± ( b ~ - - 4 a c ) l / 2 ] / 2 a  

mit 
a = - - K ( 1 - - A p  2 ) + A ( 1  p)2 
b = K ( 1  2 A . p 2 ) + A ( 1  p)2 

c = K '  A .p2__A pe/p~r (13) 

Eine N/~herungsgleichung ergibt sieh, wenn 

w h -+ 0 ; (1 - -  w h) -~ 1 und p klein ist 

w h = (A~2/p~r K "  A "p2 ) / (K  + A (1 - -p)~)  (14) 

und well K + A (1 __p)2 ~ 1 ist, wird 

w~ ~ A,z2/p~. - - K - A  'p~ ; 

wh + K 'A .p2 ~ Ap2/p~r (15) 

pk.~. v i rd  aus G1. (5) berechnet, ffir p [G1. (8)] liegen im ~llgemeinen 
Dichtemessungen vor. K und A werden meistens aus dem R6ntgen- 

weitwinkeldiagr~mm entnommen und Ap e ~us den R6ntgenkleinwin- 
kelmessungen in absolutem Ma~stab. Dami t  ist w h (Anteil der Hohl- 
r/~ume) einfach zu berechnen. 
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Ergebnisse und Diskussion 

G]. (12) gibt den Einflug der KristMlinit~t auf  die Streukraft  Ap 2 der 
Probe bei versehiedenen Hohlraumkonzentra t ionen an. Sie ist in Abb. 2 
aufgetragen. Man sieht folgendes: wenn keine Hohlr/~ume vorhanden 
sind (w h = 0 und damit  w k = K ,  wa = A ) ,  geht G]. (12) in G1. (2) des 
Zweiphasensystems fiber: 

Ap2/pkr = K "  A .p2 = W~r wa (Pk 'r- -  ?a)2/P$r 

und Ap 2 hat ihr Maximum bei K = 0,5. 
Einen £hnlichen Verlauf der Streukraf t  mit  K zeigen die Kurven  ffir 

sehr niedrigen Hohlraumgehal t  (0,1 und 1~o in Abb. 2); allerdings 

T - 3  

Hohlraumantei[ (ais VNumsanteil) 0 j5  

0,1 

0,01 

0 , 0 0 0  

- 4  i ~ i I I I J I I II 
0 0 .5  1 

Kr~staUinit~tsTndex K 
( als Vo|umsanteit ) 

Abb. 2. Die Streukraft der l%Sntgenkleinwinkelstreuung (Ap 2) in Abh/~ngigkeit 
yon der Kristallinit~t und den Hohlr~umanteilen (G1. 12) 

werden diese Kurven  flacher, der Einflul3 der Kristallinit/~t verringert  
sieh und das Maximum versehiebt sieh allm~hlich. Ni t  zunehmendem 
Hohlraumantei l  steigt die Streukraf t  gewaltig an, bei 10~o Hohlraum- 
gehalt sehon um 2 Gr61~enordnungen. Die maximale Streukraft  ist bei 
50~o Hohlraumgehal t  zu finden. Bei diesem Hohlraumgehal t  ist der 

Einflul3 der KristMlinitS, t auf  Ap 2 schon sehr gering (0,2~o bei einer 
Nnderung der Kristal l initgt  von 1~o) und fast linear. 
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Diese Ergebnisse sind qualitativ leieht zu verstehen, wenn man 
bedenkt,  dab die gestreute Energie proportional mit dem Elektronen- 
diehtedifferenzquadrat  zunimmt. In dem Dreiph~sensystem (G1.3) ist 
die Differenz besonders dann grog, wenn Hohlrgume in der Probe 
auftreten. Die Diehtedifferenz der kristallinen und , ,amorphen" Phasen 
desselben Stoffs ist klein. So wird ihr Beitrag zur gestreuten Energie 
untergeordnet  bleiben, auger es liegt eine sehr kleine Hohlraumkonzen- 
tration vor. 

Zu denselben Uberlegungen fiihrt auch G1. (15), weil K" A .p2 neben 
w h sehr klein ist: mit der Annahme yon 10~ Dichteuntersehied in den 
festen Phasen wird K" A .p2 maximal nut  0,5"0,5'0,1 ~ = 0,0025. So 
dominiert  meistens wh, das erfahrungsgem/il3 in den festen goehpoly-  
meren einen Weft  yon 0 , 0 1 ~ , 0 5  erreichen kann. 

Schluflfolgerung 
Bei der Untersuchung der Hohlr/iume yon festen Stoffen mit Hilfe 

der RSntgenkleinwinkelstreuung spielt der Kristallinit/ttsgrad (Ord- 
nungszustand) der Probe besonders dann eine wichtige l~olle, wenn es 
um die Best immung kleiner Hohlraum-Volumsanteile (wh = 2 - - 3 ~ )  
geht. Gr6gere Hohlraummengen tiberdeeken zunehmend den Einflug 
des Ordnungszustands der festen Phase. 

Ant~,ang 

Die Messungen des Ordnungszustands (Kristallinit/~t) eines festen 
K6rpers werden meist mittels einer RSntgenweitwinkelmethode vor- 
genommen. (Eine zusammenfassende Darstellung ist in 5 gegeben.) Bei 
dieser Methode beruht  die Definition des Ordnungsparameters (Kristal- 
linit/~tsindex K bzw. A = l - - K )  und dessen zahlenm//~gige Erfassung 
immer auf demselben Prinzip : die t~6rltgenstreuungen der geordneten 
und der ungeordneten Anteile eines Stoffes sind zwar versehieden, 
erseheinen aber auf dem I~6ntgendiagramm simultan und tiberlagert. 

Die iJberlagerung ist teilweise sehr komplex - -  eine wissensehaftlieh 
gut fundierte Auswertungsmethode ist recht mtihsam. So wurden oft 
vereinfachte Methoden ausgearbeitet, die besonders wegen der sehnel- 
leren Handhabung der Auswertung angewendet werden. Die Er- 
gebnisse sind yon der angewandten Theorie und ihrer praktischen 
Ausftihrung (Trennung der Streuanteile yon K und A) beeinflugt. Die 
versehiedenen Interpretat ionen liefern daher zwar/thnliche, nieht aber 
genau die gleichen Resultate. 

Die Versehiedenheit der Definition und der Auswertung beeinflugt 
jedoch nicht unsere obige i~;'berlegung, vorausgesetzt, dab die vet- 
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wende ten  O r d n u n g s p a r a m e t e r  mi t  Hi l fe  der  r e l a t i ven  Vo lumsan te i l e  - -  
en t sp r eehend  G1. (6) - -  def in ie r t  und  so in die G1. (13) e ingef t ihr t  
werden.  
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